Algoritmi divide et impera

Tehnica divide et impera

Divide et impera este o tehnica de elaborarea a algoritmilor ce consta in:

- Descompunerea problemei ce trebuie rezolvata intr-o serie de subprobleme mai mici.
- Rezolvarea succesiva si independenta a fiecareia din aceste probleme si gasirea unei serii de
subsolutii.

- Recompunerea subsolutiilor pentru a gasi solutia cazului initial.

Sa presupunem cd avem un algoritm A cu timp patratic. Fie ¢ o constanta, astfel incat timpul pentru
a rezolva un caz de méirime n este t,(n) < cn?. S& presupunem ci este posibil s3 rezolvdm un astfel de
caz prin descompunerea in trei subcazuri, fiecare de marime [n/2]. Fie d o constantd, astfel incat timpul
necesar pentru descompunere si recompunere sa fie t(n) < dn. Folosind vechiul algoritm si ideea de

descompunere-recompunere a subcazurilor, obtinem un nou algoritm B pentru care:

n+1)2+d _3 2+(3+d) +3
Tl—4CTl ) n 4-C

tg(n) = 3ty ([g]) +t(n) < 3c (

Termenul chz domina ceilalti termeni atunci cand n este suficient de mare, ceea ce inseamna ca
algoritmul B este cel putin cu 25% mai rapid decat algoritmul A. Totusi ordinul de timp al lui B este
patratic.

Putem continua ih mod recursiv acest procedeu, impartind subcazurile in subsubcazuri s.a.m.d.
Pentru subcazurile care nu sunt mai mari decat un prag ny, vom folosi tot algoritmul A. Obtinem astfel

un alt algoritm C cu ordinul de timp:

ty(n) pentrun < n,
te(n) = 3tc ([g]) pentrun > ngy

Se poate calcula ci t.(n) este in ordinul de timp n'93, adicd un timp mai bun decat cel patratic.



Mai jos avem o descriere generala a problemei divide et impera:
FUNCTION divimp(x)
& returneaza o solutie pentru cazul x
if x este suficient de mic then return adhoc(x)
o> descompune x in subcazurile x4, X5, ..., X,
fori<1tokdoy; < divimp(x;)

> recompune yq,Y,, ..., Y in scopul obtinerii solutiei pentru x

o v kA w N

returny

Unde adhoc este subalgoritmul de baza folosit pentru rezolvarea micilor subcazuri ale problemei in
cauza (in exemplul nostru, acest subalgoritm a fost A) .

Un algoritm de divide et impera trebuie sa evite descompunerea recursiva a subcazurilor “suficient
de mici”, deoarece, pentru acestea, este mai eficientd aplicarea directa a subalgoritmului de baza. Ce
fnseamna nsa “suficient de mic”?

Tn exemplul precedent, cu toate c& valoarea lui ny nu influenteaza ordinul de timp, este influentatd
insd constanta multiplicativa a lui n'93, ceea ce poate acea un rol considerabil in eficienta algoritmului.
Pentru un algoritm divide et impera oarecare, chiar daca ordinul de timp nu poate fi imbunatatit, se
doreste optimizarea acestui prag in sensul obtinerii unui algoritm cat mai eficient. Nu exista o metoda
teoretica generald pentru aceasta, pragul optim depinzand nu numai de algoritmul in cauza, dar si de
particularitatea implementarii. Considerand o implementare data, pragul optim poate fi determinat
empiric, prin masurarea timpului de executie pentru diferite valori ale lui ng si cazuri de marimi diferite.

n general, se recomand& o metodé hibrida, care const in

e determinarea teoretica a formei ecuatiilor recurente
e gasirea empirica a valorilor constantelor folosite de aceste ecuatii

Revenind la exemplul initial, pragul optim poate fi gasit rezolvand ecuatia

t4(n) = 3t (ED +t(n)

Empiric se gaseste ny = 67, adica valoarea pentru care nu mai are importanta daca aplicam
algoritmul A direct, sau continuam descompunerea. Observam ca metoda este prin definitie recursiva.
Uneori este posibil sa eliminam recursivitatea printr-un ciclu iterativ. Este indicat, ca atunci cand se
poate, recursivitatea sa fie Tnlocuita cu metode iterative, deoarece se economiseste memorie, si se

poate evita problema de stack overflow ce poate apare in cazul recursivitatii.
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Quicksort

Quicksort este un algoritm de sortarea a carui ordin de timp, in cazul cel mai nefavorabil este de
6(n?) pentru un sir de n numere. In ciuda acestui fapt, acest algoritm este folosi ca best practice pentru
sortarea unei structuri de date, deoarece este eficient Tn cazul mediu. Timpul sdu mediu este 8(nlogn).
De asemenea constantele din ordinul de timp sunt relativ mici.

Alt avantaj este faptul ca foloseste sortarea in place. Acest lucru inseamna ca sortarea are loc direct
pe elementele sirului dat, fara folosirea unui alt sir auxiliar. Avantajul este ca memoria virtuala este

economisita.

Descrierea algoritmului

Sa presupunem cd avem un subsir de v — p + 1 elemente A[p..r] ce trebuie sortat. latd rezolvarea
propusa de acest algoritm, in conformitate cu metoda divide et impera:

Divide: sirul A[p..q] este partitionat (rearanjat) in doud subsirului nevide, A[p..q] si Alq + 1..7],
astfel ca fiecare element din A[p.. q] sd fie mai mic sau egal ca oricare element din A[q + 1..r]. Indexul
q este calculat conform procedurii de partitionare de mai jos.

Cucereste: cele doud subsiruri A[p..q] si A[qg + 1..7] sunt sortate prin apeluri recursive ale aceleiasi
proceduri de quicksort.

Combina: din moment ce subsirurile sunt sortate Tn acelasi sir, nu mai trebuie sa le combinam, sirul
Alp..r] este sortat si reprezinta solutia.

Mai jos avem procedura de implementare a algoritmului quicksort

QUICKSORT(A,p,r)

1. ifp<r

2. then q « PARTITION (A,p,T)
3. QUICKSORT(A, p,q)

. QUICKSORT(4,q + 1,7)

Pentru a sorta intregul sir A4, apelul initial se va face cu parametrii QUICKSORT (A, 1, length[A]).



Partitionarea sirului
Cheia intregului algoritm constd in aceasta procedura care rearanjeaza sirul A[p..r] dupa cum
urmeaza.
PARTITION (A, p, 1)
x < Alp]
ip—1
jer+1
while TRUE do

1

2

3

4

5. repeatj < j—1

6 until A[j] < x
7 repeati < i+1
8 until Ali] = x
9 ifi<j

10. then interschimba Ali] cu A[j]
11. elsereturnj

n figura de mai jos este prezentat modul de functionare al acestei proceduri.

4 (a) I i b) i i ic) J
Alp..q) A[g+1..7]
———— ———
QED  UUBENREEERnu
i J return |
(dy ]

Figura 1. Modul de functionare al procedurii PARTITION pe un sir simplu. Elementele deschise la culoare au
fost plasate in locatiile corecte, iar elementele inchise la culoare nu sunt Tnca la locul final. a) sirul initial, si valorile
lui i si j la capetele exterioare ale sirului. Pivotul va fix = A[p] = 5. b) pozitiile lui i si j |a linia9 din prima iteratie a

buclei while. c) rezultatul interschimbarii intre elementele de pe pozitiile i si j corespunzatoare liniei 10 din
algoritm. d) pozitiile luiisi jla linia 9, dupa ce a fost executata odata, bucla while. e) pozitiile lui i si j dupa a treia
executie a buclei while. procedura se incheie deoarece i > j, si se returneaza valoarea q¢ = j. In clipa aceasta
elementele de la stanga lui j, inclusiv, sunt mai mici sau egale cu x = 5, iar cele de la dreapta sunt mai mari sau

egalecux = 5.
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Algoritmul va forta Tn repetitii succesive obtinerea a doua subsiruri cu elementele celui din stanga
mai mici decat cele apartinand celui din dreapta. Procedura PARTITION determina acest lucru astfel:

Prima datd selecteaza un element x = A[p] din sirul A[p..r] ca element pivot pentru a rearanja
acest sir. Apoi va dezvolta doud regiuni A[p..i] si A[j..r] de lainceputul sirului, respectiv de la sfarsitul
sirului, astfel ca fiecare element din A[p.. ] sa fie mai mic sau egal cu orice element din A[j..r], sau x
care este reprezentantul lui A[j..r], deoarece fiecare element din acest subsir este mai mare sau egal cu
x. Initiali = p — 1sij =7 + 1, astfel ca cele doua subsiruri sunt initial vide.

n cadrul corpului lui while, indexul j este decrementat si indexul este incrementat, pand cand
Ali] = x = A[j]. Presupunand ca aceste inegalitati sunt stricte, A[i] este prea mare ca el sd se afle in
partea de jos a sirului, iar A[i] este prea mic ca el s se afle in partea superioard sirului. De aceea, se
efectueaza interschimbarea intre A[i] si A[j] ce va reface ordinea fireasca.

Instructiunile lui while se repetd pana cand i = j, moment in care sigur sirul A[p..r] a fost
partitionat in doud subsiruri A[p..q] si A[q + 1..7] cup < q < r astfel ca nici un element din A[p..q]
sa nu fie mai mare decat oricare element din A[qg + 1..7].

Ordinul de timp al aceste proceduri este 6(n) unden =r —p + 1.

Performanta algoritmului quicksort

Timpul de rulare al acestui algoritm depinde de partitionare: daca este sau nu realizata intr-un mod
balansat. Aceasta inseamna ca elementele din stdnga sunt aproximativ egale cu cele din dreapta. Daca
partitionarea este una balansatd, algoritmul are timp de rulare 8(n) = nlogn, in caz contrar ordinul de

timp fiind unul patratic.

Cel mai nefavorabil caz

Acesta are loc atunci cand, procedura de partitionare produce o regiune cu n — 1 elemente si alta cu
1 element. Sa presupunem ca acest mod de partitionare va apare la fiecare pas din algoritm (in fiecare
apel recursiv al procedurii QUICKSORT). Din moment ce partitionare va avea un timp liniar 8(n) si
T(1) = 6(1), formula de recurentd pentru timpul total este:
Tn)=Tn—-1)+6(n)

Pentru a evalua aceasta recurenta utilizam iteratiile:



Tm)=Tn—-1)+6(n)
Tm)=Tn—-2)+08(n—1)+6(n)

T(n) = Z 0(k)
k=1

T(n)=9kZlk

() = 6(n?)

n Figura 2, este prezentat al mod de a calcula timpul quicksort in cazul cel mai nefavorabil
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Figura 2. Arborele de recursivitate pentru QUICKSORT pentru care PARTITION separa sirul Tn 1 respectiv n-1

elemente. Timpul algoritmului este in 8(n?).

Cel mai bun caz

Daca procedura de partitionare ar produce doua subsiruri de marime n/2, atunci algoritmul ar
merge mult mai repede. Recurenta este datd de T(n) = 2T (g) + 6(n) ce are ca solutie T(n) = nlogn.

n Figura 3 este prezentat arborele de recursivitate in acest caz.
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Figura 3. Arborele de recurentd pentru QUICKSORT atunci cand PARTITION produce doud subsiruri de marimi

egale. Timpul algoritmului este 8(n logn).

Cazul mediu

Sa ludm acum cazul cel mai probabil, adica cel in care este posibil ca elementele sa nu fie nici
perfect balansate si nici total nebalansate. Sa presupunem ca, de exemplu, PARTITION produce o

repartizare de 90% elemente intr-o parte, 10% in cealalta, dintr-un total de 100% elemente.
. . 9 N .
Vom obtineorecurentda T(n) =T (ﬁ) +T (ln—o) + n, unde am inlocuit 8(n) cu n.

Fiecare nivel de recurenta are un cost total de n, pana cand conditia limita este indeplinita pentru o
adancime de log g n = 8(log n). Astfel costul total este 8 (nlogn). Desi impartirea de 9 la 1 parea
complet nebalansatd, se poate constata ca algoritmul este tot in timp nlogn, doar cd baza diferd, insa

aceasta nu este semnificativa.
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Figura 4. Arborele de recursivitate pentru QUICKSORT in care PARTITION produce intotdeauna o repartizare de 9 la

1. Timpul algoritmului este 8(nlogn).

Algoritmul Mergesort

Fie T[1..n] un tablou pe care dorim s il sortdm crescator. Prin tehnica divide et impera putem
proceda astfel: separam tabloul T in doua parti de marimi cat mai apropiate, sortam aceste parti prin
apeluri recursive, apoi interclasam solutiile pentru fiecare parte, astfel ca elementele sa fie ordonate

crescator. Solutia problemei poate fi formulata astfel:

.o o 2 ~ v n
Divide: Imparte secventa de n elemente in doua subsecvente de 2 elemente.

Cucereste: Sorteaza doua subsecvente recursiv folosind mergesort

Combina: imbina cele doua subsecvente pentru a rezolva problema.



Procedura de sortare este aceasta:
MERGE — SORT(A,p,1)
1. ifp<rthen

2. q < lp+rl

3. MERGE — SORT (A, p, q)

4. MERGE — SORT(A4,q + 1,7)
5. MERGE(A,p,q,7)

Pentru a sorta intregul sir 4, trebuie s3 apelam MERGE — SORT (4, 1, length[A]).
Procedura MERGE combina solutiile si anume cele doua subsiruri care sunt gata sortate dupa ce se va fi
apelat MERGE — SORT de la pasul 3 respectiv 4. De fapt se va face o interclasare a celor doua subsiruri
rezultand un sir A[p..r] ce contine elementele din A[p..q] si A[q + 1..r] sortate printr-un procedeu
cunoscut de sortare (de exemplu interclasare).

Daca ne uitam la operatiile din aceasta procedura, cand n este o putere de doi, algoritmul
constd Tn combinarea unor perechi de cate un element astfel incat se formeaza secvente de lungime 2,
iar apoi se combina secvente de cate 2 elemente in secvente de 4 elemente si asa mai departe pana

cand ajungem la secventa finald de n elemente. Mai jos avem o exemplificare a rularii acestui algoritm:

1 2 2 3 4 3 b 6

o " merge %“ﬂq%
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Figura 5. Operatia de mergesort pentru unsir A = (5,2,4,6,1,3,2,6). Lungimea secventei sortate creste pe masura

ce algoritmul avanseaza: adica revine din apelurile recursive catre apelul initial.



Analiza recurentei acestui algoritm

Fie T (n) ordinul de timp pentru o problema cu un sir de marime n. Daca mdrimea problemei
este micd vom spune cd n < ¢ pentru o constanta c, si atunci ordinul de timp este constant in 8(1). Sa
presupunem ca divizam problema in a subprobleme, atunci file ca fiecare subproblema sa aiba ca
intrare un sir de mérime% din original. Fie D(n) timpul necesar impartirii problemei in subprobleme si
C(n) timpul necesar combinarii acestora obtinem recurenta:

6(1) dacan<c

T = aT (g) +D(n) +C(n) altfel

Aceasta este formula general valabila. Sa consideram acum cazul particular pentru mergesort:
Divide: pasul de impartire a sirului in doud, este constant deci D(n) = (1)
Cucereste: vom rezolva recursiv doud subprobleme, fiecare de marime n/2 ce vor contribui cu 2T (n/2)
la timpul total.
Combina: Procedura MERGE va necesita un timp liniar deci 8(n).
Atunci cand addugam functiile de timp D (n) si C(n) formulei de recurentd de mai sus, obtinem aceastd
formula:

6(1) dacan=1

T(n) = 2T (g) + 0(n) dacan>1

Vom rezolva aceasta recurenta prin iteratii repetate astfel:

T(n) = 2T (g) +n

T(n) = 2(2T(%)+g)+n= 4T(%)+2n
T(n) = 2% (21 (g) + g) +2n = 8T (g) +3n
Observam deja un sablon de formare a acestei recurente astfel ca

T(n) = 2°8"T (%) +nlogn =n+nlogn

Astfel ordinul de timp al acestui algoritm este 6(nlogn).
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Radix sort

Radix sort este algoritmul folosit initial de computerele ce rulau programe aflate pe cartele,
pentru a le sorta. Cartelele erau organizate in 80 de coloane si in fiecare coloana o gaura putea fi facuta
intr-unul din cele 12 locuri disponibile. Aparatul care sorta aceste carduri, putea fi programat sa
inspecteze pe o coloana, una din cele 12 gauri pentru a gasi locatia. Un operator avea sa culeaga
cardurile, astfel ca primele sa aiba gaura in locatia de sus a cardului, apoi cele ce urmau sa aiba gaura in
locatia a doua de sus, si asa mai departe.

Pentru numere in zecimal, se vor folosi 10 locuri pentru fiecare coloana. Un numar cu d digitale
ar ocupa un camp de d coloane. Din moment ce un aparat de sortare nu poate analiza decat o coloana la
un moment dat, problema sortarii a n carduri de un numar pe d digitale se poate rezolva astfel.

Intuitiv, se pot sorta numerele dupa cel mai semnificant bit al lor, separa pe coloane, si apoi
combina rezultatul recursiv pentru a obtine ordinea finala.

Radixsort rezolva aceasta problema prin sortarea celui mai putin semnificant bit. Cardurile sunt
combinate astfel: cele cu digitalul 0 preceda pe cele cu digitalui 1 care le preceda pe cele cu digitalui 2 si
asa mai departe. Apoi algoritmul trece la urmatorul pas si anume analizeaza bitul al doilea dupa cel mai
putin semnificant bit, aplicindu-se aceeasi separatie ca mai sus.

De remarcat ca la fiecare al k-lea pas al algoritmului, numerele formate cu digitale de pana la
bitul k sunt deja sortate.

Spre deosebire de celelalte metode aceasta sortare functioneaza pe structuri de chei.

Acest algoritm poate functiona si prin sortarea celui mai semnificant bit, si apoi celui de-al doilea

semnificant bit, adica in ordinea inversa decat cea descrisa mai sus, si vom incepe cu aceasta.

MSD Radix Sort
Sa exemplificam modul de sortare in cazul in care cheile sunt numere in baza M, de unde

provine defapt si numele algoritmului (M=radix). Fie M=2 si unul din numere din sirul de sortat 12.
11=1 0 1 1
Cheile pot fi si alfanumerice, de exemplu siruri sau diferite caractere.

n figura 6 este exemplificat algoritmul de sortare radix ce tine cont intotdeauna de cel mai din

stanga bit, adica MSD(most significant bit).
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0 1 1
1 1 0 1 0 0 1 1
Pasul | 2 1 1 0 1 -
3 0 1 1 0
4 1 0 1 1 1 1 0 1
5 0 1 1 1 3 1 1 0
4 1 0 i
3 1 1 0 3 1 1 0
D
5 1 1 1 5 1 1 1
Pasul Il
1 0 1 0 1 0 1 0
2 1 0 1 0 1 1
4 0 1 1
2 1 0 1

Figura 6. Exemplu pentru sortarea numerelor 10,13,6,11,7. Se transforma in binar fiecare numar in parte,
si la primul pas se disociaza numerele in doud grupe, pe baza bitului de pe prima pozitie, adica cele care incep cu 0
intr-o grupa, iar cele care incep cu 1 1n cealaltd. Se sterge prima coloana, si se reia algoritmul pentru celelalte
coloane ramase. Pasul 2 prezintd continuarea algoritmului pentru restul bitilor din numere si anume incepand cu
cea de-a doua coloana. Astfel la pasul 2 se elimina din calcul prima coloana deoarece separarea in cele doua grupe

s-a facut deja pe baza ei.

Ordinul de timp al acestui algoritm este unde este numarul de biti pe care reprezentam

numerele (va fi dat de cel mai mare numar din sir) iar marimea sirului de sortat.
Algoritmul este urmatorul (se bazeaza pe ideea de partitionare de la quicksort):

repeat

pe coloand cautd de sus in jos un numdr ce incepe cu 1

1
2
3. pe coloand cautd de jos in sus un numdr ce incepe cu 0
4 interschimbd numerle gdsite (dacd existd)

5

pdnd cdnd indicii de cdutare se intersecteazd
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LSD Radix Sort

Al doilea mod de operare al algoritmului radix sort, este urmatorul: pornind de la stanga la
dreapta, pe coloane vom separa in grupe apartinand aceleiasi cifre (in cazul bazei doi in grupe de 0 si 1)
dupa cum urmeaza. Este important sa mentinem stabilitatea sortarii. Ce semnifica stabilitatea? Sortarea
unui sir in mod stabil Tnseamna cd, pentru doua chei egale (sa spunem doua numere cu aceiasi biti
dispusi in aceiasi ordine), ordinea lor in sir rimane neschimbata relativ una fata de cealalta. S luam

urmatorul exemplu:

[ el = el N R =1 )
[l Ll L =H I=2 L R (=R 1=02 1

e e I I

0O =] n N s W pd
=R =R R =R =]
=mi=R Rl ===
=T =T o o o = 1

Figura 7. Sortarea radix folosind LSB. Se poate observa ca numerele de pe pozitiile 7 si 8, desi au fost
mutate conform gruparii dupa cel mai putin semnificativ bit si anume 0, ele isi mentin ordinea initiala relativa din
sir.

Mai departe, daca trecem la al doilea bit dupa cel mai putin semnificativ, si avansam spre stanga

de aceasta data, pentru sirul din figura de mai sus, iata ce obtinem:

Pasul Il

—_—

I - e
L I A e e T e e

L = I I o I
Lo el I L e O I )

(O T O e T e e T e

== A ==
= == =A e =R =R

|l Ml =0 = el el = =)

Pasul 11l

[l =N =1

L N A O T i e e

= B i B R B
===
==
T I e
ot [t [ [ [ | [ |
== ==

==l == =2 = =]

Figura 8. Continuarea algoritmului radix, si obtinerea in final a unui sir sortat format din numerele 0-7.
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Pentru generalizarea algoritmului, sa presupunem ca avem un sir de n elemente si anume 4,
unde cel mai mare dintre numere poate fi reprezentat pe d cifre (in baza M), iar digitul 1 este de ordinul
cel mai mic iar cel de pe pozitia d este de ordinul cel mai mare. Algoritmul este urmatorul:

RADIX — SORT(A,d)
1. fori<1toddo
2. sorteaza stabil sirul A dupa digitul i

Corectitudinea acestui algoritm poate fi demonstrata prin inductie, si in principiu se bazeaza pe
faptul ca la al k-lea pas numerele formate din k biti vor fi gata sortate. Analiza ordinului de timp depinde
de algoritmul de ordonare stabila folosit. Daca nu socotim si algoritmul de sortare, fiecare parcurgere a
numerelor de d cifre va lua 8(n + k) unde k este cifra maxima (in cazulincare M = 2,k = 1). Vor fid
pasi n total, deci timpul total este 8(dn + kd). Daca vom considera d ca fiind constant putem forta

notatia si afirma ca algoritmul are timp liniar.

Totusi, se poate considera ca numarul de biti folositi este n 8 (log n). Mai concret, sa spunem ca
d log n este numarul de biti unde d > 0 este o constanta. Fiecare numar va fi tratat ca un numar pe d
biti. De exemplu, sa consideram sortarea unui milion de numere pe 64 de biti. Daca reprezentam
numerele pe 4 digitale a cate 21° numere, putem sorta in patru pasi folosind sortarea radix. Acest lucru
se comparad cu un algoritm in O(nlogn). Din pdcate, versiunea de sortare radix ce nu foloseste sortare
in place, va necesita memorie pentru stocarea sirurilor temporare, ceea ce este un dezavantaj fata de un

quicksort, de exemplu.
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